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Vorwort

Umkehrfunktionen sind schon nicht einfach.

Erst recht dann die Umkehrfunktionen zu den hyperbolischen Funktionen.
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1 Die Umkehrfunktion zu sinh ist arsinh

X —X
Die Funktion f(x)=sinh(x) = % 0 ty a

hat den Definitionsbereich D = R und ist stetig.

lhre Ableitung ist f'(x) = sinh'(x) = %~(ex + e’x) =cosh(x).

Weil cosh(x) > 0 ist fiir alle x, ist f streng monoton steigend. 2T
Ihr Wertebereich ist W = R .l |

A Eal

Die Funktion sinh ist also umkehrbar. = o -

Die Umkehrfunktion heit Area Sinus (hyperbolicus): arsinh

Herleitung ihrer Gleichung:

X —X
e” —e 1
== o 2y=e*—— | ¢ - 5
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2X_1 \ /

y

2y-e* =e
Dies ist eine quadratische Gleichung flr e*:
e -2y.e¥-1=0

Die Mitternachtsformel liefert:

- 2 5

+ 2 P 2yi +1 "
X Y ENAV b \/2 ) +—1=yi 2 1

Die zweite Lésungr .em Minusze™ “en schei.  '1s, denn y—\/y2 +1<0, wahrend
die linke Seite e” ist. Also fe’

Yy 1
Logarithmiere N [y +\/y2 }

DasistF .sdie Umkeh. “tion,dik ~ .y umgekehrt x zuordnet.

Wei! (blich ist, die vorgege  1e Varialbile mit x zu bezeichnen, vertauscht man noch x und y:

y=I (X2 +1) = arsinh(x)

Die Umkehrfunn zu f(»r'  sinh(x) istalso g(x)= In(x+ VX2 + 1) =arsinh(x).

Weil sinh und arsinh . .nkehrfunktionen zueinander sind, f y / \\
gilt:

sinh(arsinh(x)) = x und arsinh(sinh(x)) = x

Fir die Funktion arsinh gilt:

W=D=R
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Ableitung der Umkehrfunktion arsinh:

Zuerst umkehren: y =arsinh(x) < | sinh(y)=x

Ableiten mit der Kettenregel:

1
B cosh(y)

. 1
Y= cosh(arsinh(x))

Wegen cosh(u) =+/1+ sinhz(u) : y' !

i \/1 +sinh? (arsinh(x))

Daraus folgt: y'

y wieder ersetzen:

Wegen sinh(arsinh(x)) = x folgt: y'=

Ergebnis: arsinh'(x) = =
/X2
Zusatz: Man kann natiirlich y = arsinh(x) auch Uber dic n-De.  ‘'lung ableiten.
Das setut aber voraus, dass . T dass arsi x)=In

\

Dann kann man Ubes = Kettenrege ableiter..

_ 1 . 4
f'(x) _ 1;\2’ 7 ﬁ erwi_ltern )@F . _ 1 -
(xﬁ °+1) mt 1 (x+ax®TA) vxE 41 VXE+1

Kurzer ist das im « 1e nicht, den”  in bendtigt zuvor die Umformung
Lodisn. ine LN-.  “tion!
dx .
Folgerun_ I =arsinh(x)+C

\/x2+1

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de





